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Capítulo 4Magnetostáti
aRelembrando as equações de Maxwell
~∇. ~E =

1

ǫ0
ρ , ~∇. ~B = 0,

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
e ~∇× ~E = µ0

~J + µ0ǫ
∂ ~E

∂t
, (4.0.1)vemos que em situações estáti
as a fonte do 
ampo magnéti
o é a densidade de 
orrente, ~J .O signi�
ado de ~J é �uxo de 
arga por unidade de área. A 
orrente que atravessa uma superfí
ieé dada por

I =
∫

S

~J.d~a.Daí se tira que se uma distribuição 
ontínua de 
argas apresenta densidade ρ(~r) e um 
ampo develo
idades, a velo
idade média em 
ada ponto do espaço, ~v(~r), a densidade de 
orrentes será
~J(~r) = ρ(~r)~v(~r). (4.0.2)Para uma 
arga pontual no ponto ~r0 
om velo
idade ~V0 a 
orrente será
~J = qδ(~r − ~r0)~V0.e para uma 
oleção de 
argas

~J =
∑

α

qαδ(~r − ~rα)~Vα.Veja que tro
ando a 
oleção dis
reta por um 
ontínuo de 
argas se volta à equação 4.0.2.Como se des
reve a densidade de
orrente asso
iada a um �o 
ondutor de 
orrentes? Troque adistribuição dis
reta por uma distribuição linear de 
argas e obtenha
~J(~r) =

∫
dlλ(l)δ(~r − ~r′(l))~V (l).Às vezes se pre
isa de des
rever o �uxo de 
arga ao longo de uma superfí
ie, ~K = σ~V , e nãoao longo de um �o. Supomos aqui que uma densidade super�
ial de 
argas σ �ui ao longo da1



superfí
ie 
om velo
idades ~V . O di
ionário para tro
ar densidade volumétri
a de 
orrente pordensidade super�
ial de 
orrente é
∫
dV ~J ↔

∫
da ~K ↔

∫
daσ~V ,Falta um 
on
eito importante: a noção de 
ontinuidade de 
argas. É uma lei da natureza,não falseada até agora por nenhum experimento, que a 
arga se 
onserva. No que diz respeitoà densidade de 
orrente a 
onservação se obtém da expressão alternativa da taxa de variação da
arga em um volume, em termos da 
orrente que sai pela superfí
ie do bordo do volume, e emtermos da taxa de variação no tempo da densidade de 
argas, ufa!:

∫

V
d3r

∂ρ

∂t
=
dQV

dt
= −

∫

δV

~J.d~a = −
∫

V

~∇. ~Jd3r,onde usamos o teorema da divergên
ia. Obtemos então que a lei de 
onservação se expressa
~∇. ~J = − ∂

∂t
ρ.Desa�o: Tome para uma partí
ula se movendo de a
ordo 
om ~r0(t), ρ(~r) = qδ(~r − ~r0(t)) e

~J(~r) = qδ(~r − ~r0(t))
d~r0(t)
dt

e veri�que a validade da equação a
ima.Esta equação é fundamental para a 
onsistên
ia das equações de Maxwell. Vo
ê é 
onvi-dado, talvez in
entivado, induzido, intimado, a veri�
ar que ela pode ser derivada das equações deMaxwell. No nosso 
aso, estaremos interessados em situações estáti
as. Elas se 
ara
terizam por
J depender, possivelmente do espaço, mas não do tempo. Nesses 
asos se obtém

~∇. ~J = 0.4.1 Equações bási
as da magnetostáti
aVamos lidar 
om 
ampos que não dependem do tempo e 
om 
orrentes que também não dependem.Nesse 
aso as equações do 
ampo elétri
o e do 
ampo magnéti
o se desa
oplam. A úni
a relaçãoentre elas permane
e na inter-relação entre as fontes, a de�nição da 
orrente em temos de 
argas(Des
on�o que mesmo isso tem de ser relaxado, no 
aso de spin). Queremos resolver as equações
~∇. ~B = 0 e ~∇× ~B = µ0

~J. (4.1.3)A última delas é a lei de Ampére, 
om µ0 a permeabilidade do vá
uo. Note que ~∇. ~J = 0 éne
essária.Bem, 
omo no 
aso da eletrostáti
a o teorema de Helmhotz resolve a questão:
~B = ~∇× ~A, (4.1.4)
om

~A =
µ0

4π

∫
d3r′

~J(~r′)

∆r
. (4.1.5)O poten
ial vetor ~A(~r) exer
e na magnetostáti
a papel análogo ao de φ(~r) na eletrostáti
a.Pare
e que alegar analogia entre ~A e φ é otimismo exa
erbado. A�nal por que pre
isamos de2



3 
omponentes do poten
ial vetorial e somente uma grandeza no 
aso do poten
ial es
alar parade�nir, em ambos os 
asos, 
ampos, magnéti
o ou elétri
o, que tem 3 
omponentes 
ada? Bem, aanalogia entre o poten
ial vetor e o poten
ial es
alar se manifesta na liberdade de gauge. Rede�niro poten
ial es
alar pelo a
rés
imo de uma 
onstante, φ′ = φ + c, nada muda da físi
a. O 
ampoelétri
o é o mesmo. Utilizamos essa liberdade para 
al
ular o poten
ial produzido por uma linhade 
argas in�nita, es
olhendo o zero do poten
ial em uma distân
ia �nita. Da mesma maneiratemos a liberdade de gauge: qualquer que seja o 
ampo ψ(~r)),
~A′(~r) = ~A(~r) + ~∇ψ(~r),dá origem ao mesmo 
ampo magnéti
o que ~A. De fato

~∇× ~A′ = ~∇× ~A+ ~∇× ~∇ψ = ~B.Importante: ~A′ e ~A são 
ompletamente equivalentes. Não há distinção físi
a entreeles. Da mesma maneira que φ e φ′.Obs: O 
onjunto de transformações de gauge dos poten
iais pode ser ampliado. Mesmo que os
ampos ~E e ~B não dependam do tempo, a rede�nição 
onjunta
φ′ = φ− ∂tψ(~r, t) ~A′ = ~A+ ~∇ψ(~r, t),não muda as de�nições do 
ampo elétri
o a magnéti
o, se eles são de�nidos por

~E = ~∇φ+ ∂t ~A ~B = ~∇× ~A.Note que a expressão do poten
ial em termos da integral de ρ 1
∆r

de�ne o poten
ial para uma
ondição de gauge espe
í�
a, no 
aso de 
argas lo
alizadas em uma região "`�nita"', o 
ampovai a zero no in�nito. Da mesma maneira a expressão na eq. 4.1.5 de�ne o poten
ial vetor emuma 
ondição de gauge espe
í�
a. Para entender melhor, vamos 
al
ular a divergên
ia de doispoten
iais vetores rela
ionados por uma transformação de gauge.
~∇. ~A′ = ~∇. ~A + ~∇.~∇ψ.Con
lusão: o valor da divergên
ia de um poten
ial vetor pode ser mudado 
onforme o gosto dofreguês. Basta ajustar o lapla
iano de ψ. Qual a 
ondição sobre a divergên
ia de ~A que estáembutida na equação 4.1.5?

4π

µ0

~∇. ~A =
∫

V
d3r ~J(~r′).(~∇ 1

∆r
) =

∫

V
d3r ~J(~r′).(−~∇′ 1

∆r
)

= −
∫

V
d3r~∇′.( ~J(~r′)

1

∆r
) +

∫

V
d3r

1

∆r
~∇′. ~J(~r′) =

∫

δV

~da.( ~J(~r′)
1

∆r
). (4.1.6)Onde usamos o teorema da divergên
ia e a 
onservação da 
orrente. Em geral o termo se superfí
iese anula, se as fontes são lo
alizadas. Resulta

~∇. ~A = 0.3



A relação entre ~B e ~A não é tão imediata 
omo a relação entre ~E e φ. Como ~E vem dogradiente de φ a variação de φ em um pequeno intervalo te dá informação sobre a 
omponente de
~E na direção do intervalo. Quanto a ~B, apli
ando o teorema de Stokes à equação 4.1.4, vemos quea integral de 
aminho de ~A em um 
ir
uito plano fe
hado dá informação sobre a 
omponente de
~B ortogonal à superfí
ie:

~B.n̂ = lim
S→0

1

S

∮

δS

~A.~dl,onde usamos S para simbolizar, por li
ença poéti
a, tanto a superfí
ie, 
om vetor normal n̂, 
omoa medida da sua área.4.1.1 ExemplosO 
ál
ulo de ~A a partir das 
orrentes é em geral mais laborioso que o 
ál
ulo de φ a partir das
argas. Mas em alguns 
asos vale a pena ressaltar as semelhanças. Vamos ver alguns 
asos?Exemplo 1: �o reto in�nito 
om 
orrente Considere um �o ao longo do eixo z portantouma 
orrente I.
4π

µ0

~A(~r) =
∫ ∞

−∞
dz′I

ẑ

∆r
= I

∫ ∞

−∞
dz′

ẑ
√
s2 + (z − z′)2

.Epa, a
ho que já �zemos essa integral antes! Vamos 
ompli
ar um pou
o: que tal fazer a integralentre −L1 e L2? Pra que ganhar pou
o se vamos realizar a integral? Chamando o poten
ial deste
aso de ~AL, vamos 
al
ular no plano z = 0, já que a dependên
ia em z pode ser resgatada dosvalores dos L,s( imagine uma translação em z′):
~AL =

Iµ0

4π
ẑ
∫ L2

−L1

dz′
1√

s2 + z2
=
Iµ0

4π
ẑ
(
sinh−1(

L2

s
) + sinh−1(

L1

s
)
)
,onde s2 = x2+y2, utilizamos a mudança de variáveis z = s sinh(θ), e a função ar
o-seno-hiperbóli
oé sinh−1. Bem, 
omparando 
om o problema primo deste na eletrostáti
a, o �o 
arregado, lembra-mos que lá �zemos uma transformação de gauge, rede�nindo o zero do poten
ial. Aqui tambémfazemos isso, 
om ψ(~r) = ψ(z) = − Iµ0

4π
z
(
sinh−1(L2

s0
) + sinh−1(L1

s0
)
), 
om s0 uma 
onstante.

~AL(~r) =
Iµ0

4π
ẑ
(
sinh−1(

L2

s
) + sinh−1(

L1

s
)− sinh−1(

L2

s0
)− sinh−1(

L1

s0
)
)Cal
ulamos o poten
ial vetor asso
iado a uma "`segmento de �o"' reto �nito. Tomando o limite

L1 = L2 = ∞, o que somente pode ser feito após a transformação de gauge (veri�que), resulta queo poten
ial vetor de um �o in�nito é
~A(~r) = −µ0I

2π
ẑ ln (

s

s0
).Daí, o 
ampo magnéti
o, usando a expressão do rota
ional em 
oordenadas 
ilíndri
as, será

~B = ~∇× ~A = −∂Az

∂s
ϕ̂ =

µ0I

2πs
ϕ̂.4



O poten
ial vetor é paralelo ao �o e o 
ampo magnéti
o tem suas linhas de 
ampo fazendo voltas
ir
ulares ao redor do �o. Este é o 
omportamento padrão dos 
ampos ~A e ~B, que deve fazer partedo seu arsenal intuitivo.Exemplo 2 - Campo de um plano Esse exemplo é teori
amente importante. Um plano de
argas uniformemente 
arregado, densidade σ, plano xy, é posto em movimento 
om velo
idade
onstante, v, da direção x̂. Cria-se uma densidade super�
ial de 
orrentes, ~K = Kx̂ = σv̂. Sótemos de 
al
ular a 
omponente x, e usamos s2 = x2 + y2:
Ax(z) =

µ0

4π

∫ ∞,∞

−∞,−∞
dx dy

K√
z2 + x2 + y2

=
µ0

2

∫ ∞

0
sds

K√
z2 + s2

="`Peraí"' ! Faz uma transformação de gauge antes de 
al
ular o limite a in�nito. Expli
ando:tomamos a integral de s=0 até s=S, e depois fazemos S → ∞. Antes, 
om S �xo, es
olhemos ψ(x) =
−xµ0

2

∫ R
0 sds( K√

z2
0
+s2

) e a
res
entamos ~∇ψ ao ~A. Após essa transformação de gauge tomamos olimite a in�nito:
Ax(z) =

µ0

2

∫ ∞

0
sds(

K√
z2 + s2

− K
√
z20 + s2

) =
µ0K

2
lim
S→∞

(√
s2 + z2 −

√
s2 + z20

)
/S0

=
µ0K

2
lim
S→∞


S



√

1 +
(
z

S

)2

−
√

1 +
(
z0
S

)2

− |z|+ |z0|


 =

µ0K

2
(|z0| − |z|).(4.1.7)Veja que a transformação de gauge permitiu realizar o limite quando s → ∞. É mais e
on�mi
oes
olher z0 = 0. Note que esse 
ál
ulo é estritamente análogo ao 
ál
ulo do poten
ial 
riado porum plano in�nito uniformemente 
arregado (Ax → φ; µ0 → 1/ǫ0; K → σ).O rota
ional de ~A nos dá

~B = −ŷ µ0K

2

|z|
z
.O 
ampo resultante não depende do módulo da distân
ia ao plano. O que me 
hama mais aatenção nesse resultado, é o módulo apare
er! Signi�
a algo muito importante: A 
omponentey do 
ampo magnéti
o sofre uma des
ontinuidade ao atravessar o plano z = 0 no qual há uma
orrente na direção x̂! Em bom português:

∆ ~B.(K̂ × n̂) = µ0Kou
n̂×∆ ~B = µ0

~K.Aqui n̂ é o vetor normal à superfí
ie onde �ui a 
orrente super�
ial ~K. Essa des
ontinuidade é umfato da vida, do mesmo modo que a des
ontinuidade da 
omponente normal de ~E ao atravessarum plano 
arregado.Exemplo 3: espira 
ir
ular Fig. 4.1.Nesse 
aso é um tanto 
hato de 
al
ular o ~A. Um pou
o mais de atenção é ne
essária. Imagineum 
ír
ulo de raio R, no plano z = z0, 
entrado no eixo z e portando 
argas, densidade linear λ. Eleé posto a girar, velo
idade angular w, em torno do seu eixo. Resulta um 
ír
ulo de 
orrente, I =5



Figura 4.1: Espira de 
orrente.
λwR. Podemos 
al
ular o poten
ial vetor no plano xz, sem perda de generalidade. A 
omponente
Az é identi
amente nula e a Ax também se anula por simetria já pontos do 
ír
ulo em posiçõesopostas ao plano xz (y ↔ −y) 
ontribuem 
om sinais tro
ados. A úni
a 
omponente relevante é Ay.Chamando o ângulo azimutal de ϕ temos Iy = I cosϕ, ∆~r = (z− z0)ẑ +

( x−R cosϕ)x̂+R sinϕŷ,
Ay =

µ0

4π

∮
I cosϕRdϕ

∆r
=
µ0I

4π

∫ 2π

0

dϕ cosϕR√
∆z2 +R2 + x2 − 2xR cosϕ

=
µ0

4π
Iξ (4.1.8)
om ξ =

∫ π
0

R cosϕdϕ√
α2−β cosϕ

, α =
√
∆z2 +R2 + x2 e β = 2xR, sendo expressa 
omo uma integralelípti
a. Não existe uma expressão 
omo funções algébri
as. O importante é notar que ~A =

f(x, z)ŷ, que generalizando para qualquer ponto, e não para pontos ex
lusivamente no plano xz,resulta ~A = f(s, z)ϕ̂ . Daí se obtém
~B = −∂f

∂z
r̂ +

1

s

∂(sf)

∂s
ẑ.O limite quando x é muito pequeno pode ser obtido. Expandindo o integrando nesse limite resulta

Ay =
µ0I

2

xR2

(z2 +R2)
3

2que se generaliza para todo o espaço 
omo
Aϕ =

µ0I

2

sR2

(z2 +R2)
3

2

.O rota
ional forne
e, para pontos no eixo z
~B =

µ0I

2

R2

(z2 +R2)
3

2

ẑ.Com algum trabalho, obtivemos a expressão do 
ampo magnéti
o ao longo do eixo de simetria do
ír
ulo.Exemplo: 
as
a esféri
a uniformemente 
arregada e girando Esse 
aso dá um tanto detrabalho mas o resultado �nal é muito importante. Vamos 
omeçar des
revendo num sistema de6




oordenadas em que z̃ aponta na direção do eixo em torno do qual a esfera gira, e no qual o pontode observação é es
olhido estar no plano ỹ = 0.O ponto de partida será tomar Ij → RKj sin θ̃dθ̃, ou Ijdϕ̃ → RKj sin θ̃dΩ̃ na expressão daespira
Ai =

µ0

4π

∮
dIiRdϕ

∆r
=
µ0

4π

∫ 2π

0
Ki

dΩ̃R2

√
∆z2 +R2 + x2 − 2xR cos ϕ̃

(4.1.9)Agora em vez de 
ontinuar 
om esse sistema de 
oordenadas, es
olhemos um sistema em que oeixo z′ aponta na direção do ponto de observação ~r = zẑ′. Nesse sistema temos, 
hamando de θ oângulo entre o eixo z e a velo
idade angular, lembrando que ~K = σ~ω × ~r′,
~ω = (ω sin θ, 0, ω cos θ);~r′ = (R sin θ′ cosϕ′, R sin θ′ sinϕ′, R cos θ′)

~K = (σωR)(− cos θ sin θ′ sinϕ′,− sin θ cos θ′ + cos θ sin θ′ cosϕ′, sin θ sin θ′ sinϕ′)A vantagem é que a raiz no denominador do integrando se torna simplesmente√R2 + r2 − 2rR cos θ′.A integral em dϕ′ aniquila quase todas as 
ontribuições, lineares em sinϕ′ e em cosϕ′. Resultasomente a integral, lembrando que dΩ̃ = dΩ,
A2 =

−R3µ0σω sin θ

4π

∫
dΩ′ cos θ′√

R2 + r2 − 2rR cos θ′
=

−µ0R
3σω

2

∫ 1

−1

dµµ√
R2 + r2 − 2rRµ

=
µ0Rσω

6r2

[
(R2 + r2 +Rr)|R− r| − (R2 + r2 − rr)(R + r)

] (4.1.10)Daí
~A =

µ0Rσ

3
~ω × ~r, Se r < R, e

=
µ0R

4σ

3r3
~ω × ~r, Se r > R. (4.1.11)O 
ampo magnéti
o obtido 
al
ulando o rota
ional, resulta uniforme para r < R

~B =
2

3
µ0σRωẑ, Se r < R, e

=
µ0R

4σ

3r3
(3(~ω.~r)~r − ~ω) , Se r > R. (4.1.12)Esse resultado é muito pare
ido 
om o 
ampo elétri
o de uma 
as
a esféri
a 
arregada propor
io-nalmente a cos θ, não é mesmo? Compare os dois resultados.4.2 Lei de AmpéreSó para lembrar: ini
iamos 
om a lei de Ampére, mas se a houvéssemos esque
ido podemos resgatá-la do poten
ial vetor 
omo segue. 7



Primeiro um resultado fantásti
o: 
ada 
omponente de ~A satisfaz à Lei eq. Poisson 
om a
omponente da 
orrente substituindo a densidade de 
argas. Demonstração? Tome a 
omponente
Ai e expresse-a

Ai =
µ0

4π

∫
d3r′

Ji
∆r

. (4.2.13)Essa é a mesma expressão do poten
ial es
alar, Ai ↔ φ, em termos de ρ, Ji ↔ ρ, substituindo
ǫ0 ↔ 2

µ0

. Resulta
∇2 ~A = −µ0

~JEssa pode ser 
hamada de Lei de Ampere diferen
ial para o poten
ial vetor.Tomando agora o rota
ional:
~∇× ~B = ~∇× (~∇× ~A) = ~∇(~∇. ~A)−∇2 ~A = µ0

~J.Ou, seja, a lei de Ampere. A lei de Ampere pode ser posta em forma integral, assim 
omo a lei deGauss pode ser diferen
ial ou integral:
µ0I = µ0

∫

S

~J. ~da =
∫

S

~da.~∇× ~B =
∫

δS

~B.~dl.Observe a analogia: Eletrostáti
a: Lei de Coulomb <�-> Lei de Gauss ( Formas diferen
ialou integral).Magnetostáti
a: Lei de Bio-Savart<��> Lei de Ampere ( Formas diferen
ial ou integral).Como assim, Lei de Bio-Savart? De fato a equação 4.2.13 nada mais é que a lei de Bio-Savartes
rita em termos do poten
ial vetor:
~B = ~∇× ~A =

µ0

4π
~∇×

∫
dV ′

~J(~r′)

δr

=
µ0

4π

∫
dV ′ ~∇(

1

∆r
)× ~J(~r′)

=
µ0

4π

∫
d3r′

~J(~r′)× ∆̂r

∆r2
. (4.2.14)Essa última expressão para B expressa a lei de Bio-Savart, que pode assumir diversas formas:

~B(~r) =
µ0

4π

∫
d3r′

~J(~r′)× ∆̂r

∆r2

=
µ0

4π

∫
da′

~K(~r′)× ∆̂r

∆r2

=
µ0

4π

∫
dl′

~I(~r′)× ∆̂r

∆r2
=
µ0I

4π

∫ ~dl′ × ∆̂r

∆r2
, (4.2.15)onde foi possível fatorar I na última expressão devido à 
onservação da 
orrente. A lei de Biot-Savart representa para a magnetostáti
a o mesmo que a lei de Coulomb representa para a Eletros-táti
as. 8



A lei de Biot-Savart também nos mostra um importante aspe
to do 
ampo magnéti
o: ele nãoé um vetor, mas um pseudo-vetor. Um vetor inverte os valores das suas 
omponentes quandoinvertemos todos os pontos em relação à origem, ~r → −~r. Ora, tanto ∆~r 
omo ~J são vetores.Como eles invertem os sentidos, e o ~B é 
omposto do produto(vetorial) dos dois, ~B não muda.É fá
il apli
ar diretamente a equação de Biot-Savart em alguns 
asos. Veja o �o in�nito ao longodo eixo z 
om o 
ampo 
al
ulado ini
ialmente no ponto (x, y=0, z=0). ~dl′ = dl′ẑ, ∆~r = −z′ẑ+xx̂,
~dl′ ×∆~r = −xŷ, e

By =
µ0I

4π

∫ ∞

−∞

xdz′

(x2 + z′2)
3

2

.A transformação z′ = x sinh θ resolve a parada trivialmente, By =
µoI
2πx

, ou, em todo o espaço,
~B =

µ0I

2πs
êϕ.Espera aí! Novamente �zemos a integral? Melhor fazer para z′ ini
iando em −L1 e terminandoem L2:

~B(x, y, 0) =
µ0I

4πs


 L1√

L2
1 + s2

+
L2√
L2
2 + s2


 êϕ.Observe que o 
ampo magnéti
o para o �o in�nito pode ser obtido ainda por um ter
eirométodo. Por simetria ~B = êϕB(s). Agora usando a lei de Ampere na forma integral resulta, paraum 
ir
uito de integração 
ir
ular de raio s,

µoI =
∮
~B.~dl =

∫ 2π

0
sB(s) = 2πsB(s),simples, não? Por favor preste a máxima atenção para a forma 
omo a simetria foi utilizada! Asimetria é usada primeiro, depois a integral é realizada. A integral não determina a forma simplesde B. A simetria ou faz! A vontade que a integral seja trivial não é argumento para que ela o seja!A simetria nesse 
aso sugere que ~B dê voltas em torno do �o, e não que aponte radialmente 
omono 
aso de ~E.Exer
í
io: Utilize a lei de Biot-Savart (para ~B) para obter o 
ampo magnéti
o de uma espira
ir
ular em pontos no eixo de simetria.4.3 ResumoO quadro na Fig. 4.2 mostra o 
onjunto de inter-relações entre os 
ampos.Compare 
om o quadro análogo no 
aso da eletrostáti
a.4.4 Mais alguns exemplos de apli
ação da Lei de AmpereObservação: Apli
ar 
uidadosamente as 
ondições de simetria. Notar que o 
ampo magnéti
o épseudo-vetor e não vetor. 9



Figura 4.2: Quadro resumo Magnetostáti
a.

Figura 4.3: Quadro resumo Eletrostáti
a.
10



Campo de um plano- O plano y = 0 porta densidade super�
ial de 
orrente na direção z,
~K = Kẑ. Por simetria podemos supor ~B = B(y)x̂. Tomando amperiana sendo 
ir
uito retangular
om lados 
ompridos de 
ada lado do plano e os lados 
urtos atravessando o plano, obtemos
B(0+)− B(0−) = µ0K. A solução mais simples é ~B = µ0Kx̂

y
|y|
.Campo de Solenoide in�nito. Uma 
as
a 
ilíndri
a 
om 
arga super�
ial σ, de raio R, gira 
omvelo
idade angular w em torno do seu eixo, ẑ. A 
orrente super�
ial resultante é ~K = σRw. Porsimetria, ~B = B(s)ẑ. Es
olhendo amperianas retangulares 
om lados grandes da direção z e 
urtosna direção radial 
ilíndri
a, resulta que B(s) é 
onstante tanto no interior 
omo no exterior do
ilindro. A des
ontinuidade obtida quando um lado da amperiana está em R+ e o outro em R−nos dá que B = µ0Kθ(R − s).Tratamento alternativo para o 
ampo gerado por um solenoide: Cál
ulo diretamente do poten
ialvetor. Já vimos que uma 
as
a 
ilíndri
a 
arregada 
om σ = σ0 cos θ gera um 
ampo em todo oespaço des
rito 
omo φ = σ0

2ǫ0
cos θ × f(r) onde f(r) = r para r < 0 e f(r) = R2

r
para r > 0.Ora, o poten
ial vetor é gerado de maneira análoga ao poten
ial, substituindo σ por Ki para 
ada
omponente Ai e ǫ0 por 1/µ0. Basta notar que Kx = −K sin θ = −k sin (π/2− θ) e Ky = K cos θe se obtém então diretamente a expressão do poten
ial vetor

~A =
Kµ0R

2

2r
(sin θx̂− cos θŷ), para r > R e

~A =
Kµ0r

2
(sin θx̂− cos θŷ), para r < R. Daí se obtém o mesmo 
ampo magnéti
o que obtivemos pela lei de Ampere. Opoten
ial vetor fora do 
ilindro é dado pelo gradiente do ângulo azimutal, ou seja, é um 
ampo"puro gauge", 
ujo rota
ional é nulo.Campo de um 
ilindro 
om movimento ao longo do eixo.Caso pare
ido 
om o anterior. Por simetria, ~B = B(s)ϕ̂. Amperianas 
ir
ulares de raio r
entradas no eixo do 
ilindro. Resulta B(s) = µ0K

s
R
θ(s − R). Repare na des
ontinuidade, deuma 
omponente tangen
ial, em s = R. Note que se pode obter pelo mesmo ra
io
ínio a
ima: aanalogia 
om o 
aso elétri
o permite obter diretamente a expressão de Az, Az = −µ0K ln(r/R),para r > R, e nulo para r < R.Tratamento alternativo do poten
ial de uma 
as
a esféri
a girando. A densidade de 
orrente édada por Kϕ = σwR sin θ. Tanto para r < R, 
omo para r > R o 
ampo magnéti
o terá divergên
iae rota
ional nulos, já que a fonte está em r = R. Portanto podemos de�nir um 
ampo es
alar,

φ, em 
ada uma das regiões de modo que ~B = −~∇φ. Trate o φ em 
ada região 
omo tratou o
ampo es
alar, 
om simetria azimutal e separação de variáveis em 
oordenadas esféri
as. Somentemudam as 
ondições de 
ontorno em r = R±. Dá para ver que somente o primeiro polin�miode Legendre 
ompare
e. A 
ondição de 
ontorno nova é a des
ontinuidade da 
omponente Bθ,enquanto a 
omponente normal é 
ontínua. O 
ál
ulo de Bθ leva a termo propor
ional a sin θque fatora 
om o mesmo seno presente na densidade de 
orrente. Fi
a para o leitor preen
her osdetalhes.
11



4.5 Força de Lorentz
~F = Q( ~E + ~V × ~B).Obs: quando realizamos transformação de Lorentz, levando em 
onta a relatividade, os 
amposelétri
os e magnéti
os são transformados em 
onjunto∗. Esse argumento sugere ver a força deLorentz 
omo um 
onjunto, e não 
omo forças separadas.Exer
í
io: Mostre a a força de Lorentz pode ser es
rita 
omo

Fi = q (Ei + vj(∂iAj − ∂jAi)) .A quantidade Fij ≡ ∂iAj − ∂jAi de�ne um forma alternativa(tensorial) de expressar o 
ampomagnéti
o: Fij = ǫijkBk e Bi =
1
2
ǫijkFjk. Há vantagens em usar essa nova notação: Ele é partedo Tensor de Maxwell que possibilita formulação simples da eletrodinâmi
a, as propriedades sobtransformações de Lorentz são mais 
laras, ele é um tensor, enquanto ~B não é exatamente umvetor, mas um pseudo-vetor†.Provo
ação: qual a des
rição lagrangeana da dinâmi
a da partí
ula que leva a essa força?En
ontre as equações de Euler-Lagrange para o lagrangeano expresso 
omo

L =
m

2
~̇r
2
+ q

(
~A(~r).~̇r − φ(~r)

)
=
m

2
ẋiẋi + q (Ai(x)ẋi − φ(x))Obs: Atuando sobre partí
ulas 
arregadas em movimento de translação ( e 
oletâneas delas) o
ampo magnéti
o não realiza trabalho.Exemplo: 1)Movimento 
i
lotr�ni
o. Campo magnéti
o uniforme na direção z. QVxyBz =

mV 2
xy/R. Componente xz em movimento uniforme.2) Ci
loide: ~E e ~B uniformes 
om ~E. ~B = 0. Bi = Bδi3, Ei = Eδi1.

Fi = Q(δi1 + ǫijkVjδk3) = Q(Eδi1 +Bǫij3Vj)Resulta: V3 
onstante. As equações das 
omponentes x e y são simpli�
adas es
olhendo de�nir
w ≡ QB/M e V ≡ E/B ( os nomes dessas 
onstantes e das demais são motivadas por análisedimensional). Resulta

ẍ = wv + wẏ; e ÿ = −wẋ.As equações a
ima �
am es
ritas 
omo uma úni
a, quando expressas em termos da variável 
om-plexa Z = x+ Iy, Z̈ = w(V − iŻ). O termo wV some 
om Z → Z ′ = Z + iV t:
Z̈ ′ = −iwŻ ′,

∗Alguns problemas de magnetostáti
a, 
omo o �o reto, o plano de 
orrentes ou mesmo um 
ilindro 
om 
or-rente �uido longitudinalmente, podem ser resolvidos simplesmente fazendo a transformação de Lorentz do 
asoeletrostáti
o análogo.
†A 
onsideração de que o 
ampo magnéti
o é um pseudo-vetor está implí
ita na 
onstrução dos 
ampos a partirda simetria dos problemas quando solu
ionamos problemas 
om a lei de Ampere. Por exemplo, para um �o in�nitono eixo z, o argumento de ~B ser pseudo-vetor elimina a 
omponente de B nas direção z12



Figura 4.4: 
ir
uito retangular.que tem solução imediata, Ż ′ = e−iwtŻ0. Es
revendo a 
onstante 
omplexa Ż0 = −iweiφ0R, eintegrando em relação ao tempo obtemos Z ′ = e−iwt+iφ0R + Z0, onde Z0 é a nova 
onstante deintegração. Expressando em termos de Z,
Z = e−i(wt−φ0)R + Z0 − iV t.Tomando as partes Real e imaginária, e es
revendo Z0 = x0 + iy0 resulta

x = R cos(φ0 − wt) + x0

y = R sin(φ0 − wt) + y0 − V t = R sin(φ0 − wt) + y0(t). (4.5.16)Agora �
ou 
lara a interpretação: A partí
ula exe
uta movimentos 
ir
ulares de raio R, no sentidoanti-horário, 
om velo
idade angular w 
ujo 
entro, em (x0, y0(t)), se move ao longo de uma retana direção y, 
om velo
idade −V , passando por (x0, y0) no tempo ini
ial.Força sobre 
orrentes( di
ionário):
Q~V ↔ ~JdV ↔ ~Kda↔ ~Idl = I ~dlExemplos: 1)um 
ir
uito retangular 
om um lado imerso num 
ampo uniforme que vai a zeroabruptamente. Fig 4.4.

~F = IaBŷProblema: En
ontre a força no 
ir
uito retangular da �gura 4.52) Força, por unidade de 
omprimento, entre �os in�nitos paralelos: Força exer
ida por (1) em(2):
~B(~r2) = −x̂µ0I1

2πd

~f2 = −ŷ µ0I1I2
2πd

,sentido atrativo se I1I2 > 0.Problema: en
ontre a força por unidade de área que um plano de 
orrentes exer
e em outro.Considere as 
orrentes e os planos paralelos. 13



Figura 4.5: 
ir
uito retangular.4.6 Expansão em multipolosA expansão em multipolos pode ser obtida repetindo o pro
esso feito no 
aso da eletrostáti
a:
~A(~r) =

µ0

4π

∫
dV ′

~J(~r′)

∆r
=
µ0

4π

∫
dV ′ ~J(~r′)

∞∑

n=0

(
r′

r

)n

Pn(cos(θ))

=
µ0

4π

[
1

r

∫
dV ′ ~J(~r′) +

1

r2

∫
dV ′ ~J(~r′)(~r′.r̂)

+
1

r3

∫
dV ′ ~J(~r′)(−1

8
)(3(~r′.r̂)2 − r′2) + ...

] (4.6.17)
=

[
~Amonopolo + ~Adipolo + ~Aquadrupolo + ...

] (4.6.18)Des
ritos dessa maneira a expressões não são muito fá
eis de entender. Vamos rees
rever 
adatermo. Primeira diferença: O primeiro termo é nulo, ou seja, não há monopolo magnéti
o.
∫
dV Ji =

∫
dV Jjδij =

∫
dV Jj∂jxi =

∫
dV (∂j(Jjxi)− xi∂jJj) = 0,já que a 
orrente si 
onserva, ∂jJj = 0 e é lo
alizada, portanto usando o teorema da divergên
ia otermo 
om derivada total é nulo.Do mesmo modo, podemos rees
rever o termo de dipolo repetindo o uso do teorema de diver-gên
ia e da 
onservação da 
orrente,

∫
dV xkJi =

∫
dV xkJj∂jxi =

∫
dV (∂j(xkJjxi)− xi∂j(xkJj)) = −

∫
dV xi(∂jxk)Jj = −

∫
dV xiJk.Essa identidade pode ser interpretada de maneira simples: a expressão x′iJj(~r′) se 
omporta 
omoum símbolo antissimétri
o nos índi
es ij, após a integração em dV ′. Traduzindo em símbolos:

x′iJj(~r
′) ≈ −x′jJi(~r′) ≈ 1

2
(x′iJj(~r

′) − x′jJi(~r
′)). Con
lusão importante sobre o termo de dipolomagnéti
o: ~Adipolo é ortogonal a ~r. De fato se quisermos 
al
ular ~Adipolo.~r, teremos de obter aintegral em d3r′ de riJi(~r′)rjr′j = (rirj)(Jir

′
j). Mas, o primeiro fator é simétri
o enquanto o últimoé antissimétri
o sob integração ( após integrado). Como a soma em ambos os índi
es ( 
ontração)de um símbolo simétri
o 
om um antissimétri
o é identi
amente nula, resulta a ortogonalidadepro
urada. Por ser ortogonal a ~r deve ser possível então es
rever o ~Adipolo 
omo o produto14



vetorial de ~r por outro termo. De fato, no 
ál
ulo do poten
ial vetor de dipolo, pre
isamos integrar
Ji(~r

′)r′jrj em d3r′. Mas ( ≈ signi�
a iguais sob integração):
(r′jJi) ≈ (r′jJi − r′iJj) =

1

2
r′mJn(δinδjm − δimδjn) =

1

2
r′mJnǫijkǫnmk = −1

2
ǫijk(~r

′ × ~J)k,Portanto
rj(r

′
jJi) ≈

−1

2
rjǫijk(~r

′ × ~J)k =
1

2
((~r′ × ~J)× ~r)i.Resulta então

~Adipolo =
µ0

4πr2
~m× r̂, (4.6.19)
om

~m =
1

2

∫
dV ′~r′ × ~J(~r′) (4.6.20)sendo 
hamado o momento de dipolo magnéti
o. ‡O 
ál
ulo do rota
ional deste poten
ial pode ser feito imediatamente usando novamente a regrapara 
ontração simples de duas ǫ′s resultando em

~Bdipolo =
µ0

4π

(
3r̂(r̂. ~m)− ~m

r3

)
.Mutatis-mutantis, é a mesma expressão en
ontrada na eletrostáti
a. Compare! Será que faltaalguma 
oisa? De fato, por razões análogas:

~Bdipolo =
µ0

4π

(
3r̂(r̂. ~m)− ~m

r3
+

8π~m

3
δ(~r)

)
.O momento de dipolo magnéti
o de um 
ir
uito fe
hado ( ~JdV ′ → Id~l′) tem uma interpretaçãosimples

~m =
I

2

∫

C
~r × d~r = I ~S.Aqui ~S tem uma interpretação geométri
a: é a área vetorial da superfí
ie que tem C 
omo bordo.No 
aso de 
ir
uito planar a área vetorial tem por módulo a área da superfí
ie interior ao 
ir
uito

‡Na verdade o argumento é bem geral. Dado um vetor qualquer, ~m, 
om 
omponentes mi podemos asso
iar aele, sempre, um símbolo antissimétri
o ( tensor) m̃, 
om 
omponentes m̃ij ≡ ǫijkmk. Daí obtemos, pelo produtode duas ǫ,s, mk =
1

2
ǫkijm̃ij . Assim, usar ~m ou m̃ é 
ompletamente equivalente. No 
aso do momento de dipolomagnéti
o, a de�nição mais direta à qual 
hegamos foi dada na realidade por

m̃ij =
1

2

∫
dV ′

(
x′
iJj − x′

jJi
)
,e não diretamente por 4.6.20, de tal forma que

A
i dipolo =

µ0

4πr3
rjm̃ji,que é equivalente a 4.6.19. O vetor momento de dipolo, ~m é então derivado, a partir dessa de�nição usando mi =

1

2
ǫijkm̃jk. Mais uma observação: a 
orrespondên
ia mais pre
isamente é pseudo-vetor↔tensor e vetor↔pseudo-tensor. 15



Figura 4.6: Cir
uito não planoe aponta na direção normal 
om sentido dado pela regra da mão direita. Como não há monopolomagnéti
o, esperamos que o momento de dipolo não dependa da origem. Lembra-se do argumentoanálogo na eletrostáti
a? De fato uma mudança de origem muda ~r por um vetor 
onstante, ~D, e∮ ~D × d~r = ~D × ∮
d~r = 0.Problema: demonstre que o momento de dipolo não depende da origem no 
aso geral de umadensidade de 
orrentes volumétri
a.Do mesmo modo que no 
aso elétri
o, podemos falar de um dipolo pontual, basta tomar a áreado 
ir
uito indo a zero ao mesmo tempo em que o seu produto pela 
orrente é 
onstante.Problema: Para uma 
arga pontual o momento de dipolo magnéti
o é q~r× ~V . Mostre que parauma 
oletânea de 
argas pontuais 
om a mesma relação 
arga massa se en
ontra ~m ∝ ~L, onde ~Lé o momento angular e en
ontre a 
onstante de propor
ionalidade.Problema: Uma 
orrente I �ui ao longo das arestas de um dos triedros de um paralelepípedo,Fig. 4.6. En
ontre o momento de dipolo magnéti
o e des
reva o 
ampo magnéti
o longe do para-lelepípedo.A noção de momento de dipolo é extremamente importante. Do ponto de vista práti
o, parades
rever o 
ampo magnéti
o en
ontrado em diversos tipos de materiais, entender a relação entreo 
ampo apli
ado e os dipolos magnéti
os induzidos é essen
ial. De um ponto de vista da des
riçãodas partí
ulas elementares, se observa que o elétron apresenta um momento de dipolo magnéti
ointrínse
o, asso
iado ao spin. Apesar de ser útil visualizar o spin, que é momento angular, e oseu momento de dipolo magnéti
o asso
iado, 
omo devidos à rotação do elétron em torno de simesmo, ao �nal de tudo temos que o spin é uma nova variável dinâmi
a, que tem um des
riçãofundamentalmente quânti
a. Meu ponto de vista é esse: o 
ampo magnéti
o tem origem emmovimentos de 
argas e em spin's.
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