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Capitulo 4

Magnetostatica

Relembrando as equagoes de Maxwell
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vemos que em situagoes estaticas a fonte do campo magnético é a densidade de corrente, J.
O significado de J é fluxo de carga por unidade de drea. A corrente que atravessa uma superficie
é dada por

I = / J.da.
S

Dai se tira que se uma distribui¢do continua de cargas apresenta densidade p(7) e um campo de
velocidades, a velocidade média em cada ponto do espaco, U(7), a densidade de correntes sera

-

J(F) = o). (4.0.2)

Para uma carga pontual no ponto 7y com velocidade Vj a corrente sera

e para uma colecao de cargas
T =3 qud(F = 7a) V.

Veja que trocando a colecao discreta por um continuo de cargas se volta a equagao 4.0.2.
Como se descreve a densidade decorrente associada a um fio condutor de correntes? Troque a
distribuicao discreta por uma distribuicao linear de cargas e obtenha

—

J(7) = / A7 — 7 (I)V (D).

As vezes se precisa de descrever o fluxo de carga ao longo de uma superficie, K = oV, e nao
ao longo de um fio. Supomos aqui que uma densidade superficial de cargas o flui ao longo da



superficie com velocidades V. O dicionério para trocar densidade volumétrica de corrente por
densidade superficial de corrente é

/de<—> /dal? ~ /daav,

Falta um conceito importante: a nocdo de continuidade de cargas. E uma lei da natureza,
nao falseada até agora por nenhum experimento, que a carga se conserva. No que diz respeito
a densidade de corrente a conservacao se obtém da expressao alternativa da taxa de variagao da
carga em um volume, em termos da corrente que sai pela superficie do bordo do volume, e em
termos da taxa de variacao no tempo da densidade de cargas, ufa!:

| dr % _dv __ Jdi =~ [ V.Jd'r,

ot dt 5V
onde usamos o teorema da divergéncia. Obtemos entao que a lei de conservagao se expressa
0
VJ=—-=
ot
Desafio: Tome para uma particula se movendo de acordo com To(t), p(T) = qo(7" — 7o(t)) e
J(7) = qo (7 — 7o(t ))drgt(t) e verifique a validade da equagdo acima.

Esta equacao é fundamental para a consisténcia das equacoes de Maxwell. Vocé é convi-
dado, talvez incentivado, induzido, intimado, a verificar que ela pode ser derivada das equagoes de
Maxwell. No nosso caso, estaremos interessados em situacoes estaticas. Elas se caracterizam por
J depender, possivelmente do espago, mas nao do tempo. Nesses casos se obtém

V.J =

4.1 Equacoes basicas da magnetostatica

Vamos lidar com campos que nao dependem do tempo e com correntes que também nao dependem.
Nesse caso as equagoes do campo elétrico e do campo magnético se desacoplam. A tnica relagao
entre elas permanece na inter-relagao entre as fontes, a definigao da corrente em temos de cargas(
Desconfio que mesmo isso tem de ser relaxado, no caso de spin). Queremos resolver as equagoes

V.B=0 e V x B = . (4.1.3)

A ultima delas é a lei de Ampére, com gy a permeabilidade do vacuo. Note que V] =0¢
necessaria.
Bem, como no caso da eletrostatica o teorema de Helmhotz resolve a questao:

3=V x A, (4.1.4)
com
T J()
3,./
A-£ /d . (4.1.5)

O potencial vetor A(7) exerce na magnetostatica papel andlogo ao de ¢(7) na eletrostatica.
Parece que alegar analogia entre A e ¢ é otimismo exacerbado. Afinal por que precisamos de



3 componentes do potencial vetorial e somente uma grandeza no caso do potencial escalar para
definir, em ambos os casos, campos, magnético ou elétrico, que tem 3 componentes cada?” Bem, a
analogia entre o potencial vetor e o potencial escalar se manifesta na liberdade de gauge. Redefinir
o potencial escalar pelo acréscimo de uma constante, ¢’ = ¢ + ¢, nada muda da fisica. O campo
elétrico € o mesmo. Utilizamos essa liberdade para calcular o potencial produzido por uma linha
de cargas infinita, escolhendo o zero do potencial em uma distancia finita. Da mesma maneira
temos a liberdade de gauge: qualquer que seja o campo (7)),

A(F) = A(F) + Vo),
da origem ao mesmo campo magnético que A. De fato
VxA=VxA+VxVy=B.
Importante: A e A sao completamente equivalentes. Nao h& distingao fisica entre
eles. Da mesma maneira que ¢ e ¢'.

Obs: O conjunto de transformacoes de gauge dos potenciais pode ser ampliado. Mesmo que 0s
campos E e B néo dependam do tempo, a redefini¢ao conjunta

¢ = ¢ — (7,1 A= A+ V(7 1),

nao muda as defini¢oes do campo elétrico a magnético, se eles sao definidos por

E=V¢+ A B=VxA.

Note que a expressao do potencial em termos da integral de pﬁ define o potencial para uma
condicao de gauge especifica, no caso de cargas localizadas em uma regiao "‘finita"’, o campo
vai a zero no infinito. Da mesma maneira a expressao na eq. 4.1.5 define o potencial vetor em
uma condi¢ao de gauge especifica. Para entender melhor, vamos calcular a divergéncia de dois
potenciais vetores relacionados por uma transformacgao de gauge.

VA =V.A+V.Vy.
Conclusao: o valor da divergéncia de um potencial vetor pode ser mudado conforme o gosto do

fregués. Basta ajustar o laplaciano de ¢. Qual a condigao sobre a divergéncia de A que esta
embutida na equacao 4.1.57

AT = - =
YA = /d3J (V) /d3J v
140 " Ar rJ (7). (= Ar)
-, = > - 1
= — [ &V 3L (J(7)——). 4.1.

/VdrV (J ) Ar +/d 9.J() = [ da (7)) (416)
Onde usamos o teorema da divergéncia e a conservagao da corrente. Em geral o termo se superficie
se anula, se as fontes sao localizadas. Resulta

V.A=0.



A relacao entre B e A nio é tdo imediata como a relacao entre E e ¢. Como E vem do
gradiente de ¢ a variacao de ¢ em um pequeno intervalo te da informagao sobre a componente de
E na direcao do intervalo. Quanto a g, aplicando o teorema de Stokes & equacao 4.1.4, vemos que
a integral de caminho de A em um circuito plano fechado da informacao sobre a componente de
B ortogonal & superficie:

— . 1 - —
B.n=1lm-— ¢ A.dl,
50 S Jss
onde usamos S para simbolizar, por licenca poética, tanto a superficie, com vetor normal 7, como

a medida da sua area.

4.1.1 Exemplos

O célculo de A a partir das correntes é em geral mais laborioso que o calculo de ¢ a partir das
cargas. Mas em alguns casos vale a pena ressaltar as semelhancas. Vamos ver alguns casos?

Exemplo 1: fio reto infinito com corrente Considere um fio ao longo do eixo z portanto
uma corrente I.

~

4T - o0 z 00 z

A :/ A1~ = 1/ 2 .

o —c0 Ar —c0 [s2 + (z — /)2
Epa, acho que ja fizemos essa integral antes! Vamos complicar um pouco: que tal fazer a integral
entre —L; e Ly? Pra que ganhar pouco se vamos realizar a integral? Chamando o potencial deste

caso de Ay, vamos calcular no plano z = 0, jA que a dependéncia em z pode ser resgatada dos
valores dos L,s( imagine uma translagao em z'):

T Tpo . (12 1 Tpo _1, Lo 1,
A :—2/ dz = 2<sinh1—+sinhl—),

L 4 B \/82 4+ 22 47 ( s ) ( S )
onde s = 22 +y?, utilizamos a mudanca de varidveis z = ssinh(f), e a func¢ao arco-seno-hiperbolico
é sinh™'. Bem, comparando com o problema primo deste na eletrostatica, o fio carregado, lembra-
mos que la fizemos uma transformacao de gauge, redefinindo o zero do potencial. Aqui também
fazemos isso, com 1 (7) = (z) = —L£0, (sinh_l(g—g) + sinh_l(g—;)), com sy uma constante.

47

Ap(T) = %ﬁoé (sinh_l(f) + sinh_l(?l) — sinh_l(s—j) — sinh—l(s_ol)>

Calculamos o potencial vetor associado a uma "‘segmento de fio"’ reto finito. Tomando o limite

Ly = Ly = 00, 0 que somente pode ser feito apos a transformacao de gauge (verifique), resulta que
o potencial vetor de um fio infinito é

Dai, o campo magnético, usando a expressao do rotacional em coordenadas cilindricas, sera

_94. 5 _ Kol
0s v 27r5§0'




O potencial vetor é paralelo ao fio e o campo magnético tem suas linhas de campo fazendo voltas
circulares ao redor do fio. Este é o comportamento padrao dos campos Ae g, que deve fazer parte
do seu arsenal intuitivo.

Exemplo 2 - Campo de um plano Esse exemplo ¢ teoricamente importante. Um plano de
cargas uniformemente carregado, densidade o, plano xy, ¢ posto em movimento com velocidade
constante, v, da direcao . Cria-se uma densidade superficial de correntes, K = K& = 0b. S6
temos de calcular a componente x, e usamos s? = 2% + y:

A (2) = —/ doe dy ————o—o = —/ ds——— =
(2) 41 J 00,0 vy V22 + 2?2 4 y? 2 Jo s S\/z2 + 52

"“Perai Faz uma transformagao de gauge antes de calcular o limite a infinito. Explicando:

tomamos a integral de s=0 até s=S, e depois fazemos S — co. Antes, com S fixo, escolhemos ¥ (z) =
/,’/ R K — — L, ~

-k} [g sds(m) e acrescentamos Vi ao A. ApoOs essa transformagao de gauge tomamos o

"y

limite a infinito:

A(z) = %/0 sds(\/z — ):’MOQ Sli—I>Iolo<\/82+Z2_ /52+28)/8'

2+ 57 \/Z§+52

= 8 5 (i (5 1+ (3)) - iat) = 555t e

Veja que a transformacao de gauge permitiu realizar o limite quando s — co. E mais econémico
escolher zp = 0. Note que esse calculo é estritamente analogo ao calculo do potencial criado por
um plano infinito uniformemente carregado (A, — ¢; po — 1/€p; K — o).

O rotacional de A nos da

- oK |z
R

O campo resultante nao depende do moédulo da distancia ao plano. O que me chama mais a
atengao nesse resultado, é o modulo aparecer! Significa algo muito importante: A componente
y do campo magnético sofre uma descontinuidade ao atravessar o plano z = 0 no qual ha uma
corrente na direcao ! Em bom portugués:

AB.(K x 7)) = pK
ou
Ax AB = MOK .

Aqui n é o vetor normal & superficie onde flui a corrente superficial K. Essa descontinuidade ¢ um
fato da vida, do mesmo modo que a descontinuidade da componente normal de E ao atravessar
um plano carregado.

Exemplo 3: espira circular Fig. 4.1.

Nesse caso é um tanto chato de calcular o A. Um pouco mais de atencao é necessaria. Imagine
um circulo de raio R, no plano z = zj, centrado no eixo z e portando cargas, densidade linear A. Ele
é posto a girar, velocidade angular w, em torno do seu eixo. Resulta um circulo de corrente, I =



Figura 4.1: Espira de corrente.

AwR. Podemos calcular o potencial vetor no plano xz, sem perda de generalidade. A componente
A, ¢é identicamente nula e a A, também se anula por simetria ja pontos do circulo em posi¢oes
opostas ao plano xz (y <+ —y) contribuem com sinais trocados. A unica componente relevante é A,y
Chamando o angulo azimutal de ¢ temos I, = I cos ¢, A7 = (z — 29)2 +{z — Rcos )2 + Rsin ¢f,

Ho j{ ITcospRdp  pol [27 dpcospR o o e

A = —
Yo oan Ar A Jo A2+ R+ 2% —2xRcosp 4w

(4.1.8)

com ¢ = [ -Besede o — /A2 R2+ 22 e f = 2rR, sendo expressa como uma integral

v/ a2—Bcosy’
eliptica. Nao existe uma expressao como funcgoes algébricas. O importante é notar que A =
f(z, 2)y, que generalizando para qualquer ponto, e ndo para pontos exclusivamente no plano xz,

resulta A = f(s,2)$ . Daf se obtém

= 8f 10(sf) ,
B= 0z s 9s

O limite quando x é muito pequeno pode ser obtido. Expandindo o integrando nesse limite resulta

A = Mol oR
v 2 (z2—|—R2)%

que se generaliza para todo o espaco como

I sR?
4, =1 .
2 (224 R?)>2
O rotacional fornece, para pontos no eixo z
- 1 R?
B &73
2 (22 + R?):?
Com algum trabalho, obtivemos a expressao do campo magnético ao longo do eixo de simetria do
circulo.
Exemplo: casca esférica uniformemente carregada e girando Esse caso da um tanto de
trabalho mas o resultado final é muito importante. Vamos comecgar descrevendo num sistema de



coordenadas em que Z aponta na dire¢ao do eixo em torno do qual a esfera gira, e no qual o ponto
de observagao é escolhido estar no plano y =0. o

O ponto de partida serd tomar [; — RK;sinfdf, ou I;dp — RK;sin0df2 na expressao da
espira

4 Mo dI;Rde o /27f dQR?
" 4rw Ar  drJo T '\/AZZ+ RZ+ 2% —2zRcos g
Agora em vez de continuar com esse sistema de coordenadas, escolhemos um sistema em que o
eixo 2’ aponta na direcao do ponto de observagao 7 = zZ’. Nesse sistema temos, chamando de 6 o
angulo entre o eixo z e a velocidade angular, lembrando que K = 0@ X 77,

(4.1.9)

W= (wsinf,0,wcosf); 7 = (Rsin® cos¢’, Rsinf sin ¢, Rcos ')

K = (0wR)(— cos@sin ' sin ¢, —sin 6 cos §' + cos 0 sin @' cos ¢, sin 0 sin 0’ sin ')

A vantagem é que a raiz no denominador do integrando se torna simplesmente v/ R2 + r2 — 2rRcos #'.
A integral em dy' aniquila quase todas as contribuigoes, lineares em sin ¢’ e em cos ¢’. Resulta
somente a integral, lembrando que df) = df2,

—R3pugowsin , cos & —poR3ow 1 dpp
Ay = e - /
4m VR + 12 —2rRcost 2 ~1vR*+712—2rRu
= ,uoé%;fw [(32 +7r2 4+ Rr)|R—r|— (R*4+7* —rr)(R + r)} (4.1.10)
.
Dai
A = Mofacixf, Ser < R,e
MOR4U - o
= g Wx” Se r > R. (4.1.11)

O campo magnético obtido calculando o rotacional, resulta uniforme para r < R

- 2
B = g,uoaRw,%, Ser < R, e

4
_ “%i" B@.F)F =), Ser> R. (4.1.12)

Esse resultado ¢ muito parecido com o campo elétrico de uma casca esférica carregada proporcio-
nalmente a cos#, nao é mesmo? Compare os dois resultados.

4.2 Lei de Ampére

S6 para lembrar: iniciamos com a lei de Ampére, mas se a houvéssemos esquecido podemos resgata-
la do potencial vetor como segue.



Primeiro um resultado fantastico: cada componente de A satisfaz & Lei eq. Poisson com a
componente da corrente substituindo a densidade de cargas. Demonstracao? Tome a componente
A; e expresse-a

A, =10 /d3 = (4.2.13)

Essa é a mesma expressao do potencial escalar, A & gb, em termos de p, J; <> p, substituindo
€0 o . Resulta

V214) = —Moj
Essa pode ser chamada de Lei de Ampere diferencial para o potencial vetor.
Tomando agora o rotacional:

VxB=Vx(VxA) =V(V.A) - VA = p,J.
Ou, seja, a lei de Ampere. A lei de Ampere pode ser posta em forma integral, assim como a lei de
Gauss pode ser diferencial ou integral:
S s ss
Observe a analogia: Eletrostatica: Lei de Coulomb <—-> Lei de Gauss ( Formas diferencial
ou integral).
Magnetostatica: Lei de Bio-Savart<——> Lei de Ampere ( Formas diferencial ou integral).

Como assim, Lei de Bio-Savart? De fato a equacao 4.2.13 nada mais é que a lei de Bio-Savart
escrita em termos do potencial vetor:

J(7)

B = VxA= v /dV’

- /dV’ ) J(7)

—»

B 3 ) X Ar
- /d 7A . (4.2.14)

r2
Essa tltima expressao para B expressa a lei de Bio-Savart, que pode assumir diversas formas:
= J() x Ar
By = 22 [ar ) x &r
4 Ar?

_ @/da, K(7) x Ar

4 Ar?
B , _’f' ) x Ar _ ol di' x Ar

onde foi possivel fatorar I na ultima expressao devido a conservacao da corrente. A lei de Biot-
Savart representa para a magnetostatica o mesmo que a lei de Coulomb representa para a Eletros-
taticas.



A lei de Biot-Savart também nos mostra um importante aspecto do campo magnético: ele nao
¢ um vetor, mas um pseudo-vetor. Um vetor inverte os valores das suas componentes quando
invertemos todos 0s pontos em rela(;ao a origem, ¥ — —7. Ora, tanto A7 como_ J sdo vetores.
Como eles invertem os sentidos, e 0 B ¢ composto do produto(vetorlal) dos dois, B ndo muda.

E facil aplicar diretamente a equacao de Biot-Savart em alguns casos. Veja o fio infinito ao longo
do eixo z com o campo calculado inicialmente no ponto (x, y=0, z=0). di' = dl'z, AF = —2'2 + 2%,
dli' x AF = —xy, e

B :/LL]/OO xdz'
Yodr Jeso (22 + 278

A transformacado 2z’ = xsinh 6 resolve a parada trivialmente, B, = tol

£, ou, em todo o espago,

= pol
B=—2¢,.
27?56“0

Espera ai! Novamente fizemos a integral? Melhor fazer para 2’ iniciando em —L; e terminando
em Lo:

- OI Ly
B(z,y,0) = ,u
e /L2 +52 /L2 +S2

Observe que o campo magnético para o fio infinito pode ser obtido ainda por um terceiro
método. Por simetria B = €,B(s). Agora usando a lei de Ampere na forma integral resulta, para
um circuito de integracao circular de raio s,

SN 27
1ol = fB.dz :/ sB(s) = 2msB(s),
0

simples, nao? Por favor preste a méxima atencao para a forma como a simetria foi utilizada! A
simetria é usada primeiro, depois a integral é realizada. A integral nao determina a forma simples
de B. A simetria ou faz! A vontade que a integral seja trivial nao é argumento para que ela o sejal
A simetria nesse caso sugere que B dé voltas em torno do fio, e nao que aponte radialmente como
no caso de E.

Exercicio: Utilize a lei de Biot-Savart (para é) para obter o campo magnético de uma espira
circular em pontos no eixo de simetria.

4.3 Resumo

O quadro na Fig. 4.2 mostra o conjunto de inter-relagoes entre os campos.
Compare com o quadro analogo no caso da eletrostatica.

4.4 Mais alguns exemplos de aplicacao da Lei de Ampere

Observacao: Aplicar cuidadosamente as condigoes de simetria. Notar que o campo magnético é
pseudo-vetor e nao vetor.



X

v
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Figura 4.2: Quadro resumo Magnetostatica.

Figura 4.3: Quadro resumo Eletrostatica.
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Campo de um plano- O plano y = 0 porta densidade superficial de corrente na direcao z,
K = K2. Por simetria podemos supor B= B(y)z. Tomando amperiana sendo circuito retangular
com lados compridos de cada lado do plano e os lados curtos atravessando o plano, obtemos
B(0T) — B(07) = poK. A soluc¢io mais simples ¢ B = ,uoKif?‘—;-

Campo de Solenoide infinito. Uma casca cilindrica com carga superficial o, de raio R, gira com
velocidade angular w em torno do seu eixo, Z. A corrente superficial resultante é K = oRw. Por
simetria, B= B(s)z. Escolhendo amperianas retangulares com lados grandes da dire¢ao z e curtos
na diregao radial cilindrica, resulta que B(s) é constante tanto no interior como no exterior do
cilindro. A descontinuidade obtida quando um lado da amperiana estd em R™ e o outro em R~
nos da que B = puoK0(R — s).

Tratamento alternativo para o campo gerado por um solenoide: Calculo diretamente do potencial
vetor. Jd vimos que uma casca cilindrica carregada com o = ogcosf gera um campo em todo o
espago descrito como ¢ = g-cos x f(r) onde f(r) = r parar < 0 e f(r) = R72 para r > 0.
Ora, o potencial vetor € gerado de maneira andloga ao potencial, substituindo o por K; para cada
componente A; e €y por 1/p. Basta notar que K, = —K sinf = —ksin (7/2 —0) e K, = K cosf
e se obtém entao diretamente a expressao do potencial vetor

- KuoR?
A=k (sin 0z — cos 0y)
2r
,parar > R e
- K
A= 200 (sin 0% — cos 0y)

, para v < R. Dai se obtém o mesmo campo magnético que obtivemos pela lei de Ampere. O
potencial vetor fora do cilindro é dado pelo gradiente do dngulo azimutal, ou seja, € um campo
"puro gauge", cujo rotacional é nulo.

Campo de um cilindro com movimento ao longo do eixo.

Caso parecido com o anterior. Por simetria, B = B(s)¢. Amperianas circulares de raio r
centradas no eixo do cilindro. Resulta B(s) = oK 560(s — R). Repare na descontinuidade, de
uma componente tangencial, em s = R. Note que se pode obter pelo mesmo raciocinio acima: a
analogia com o caso elétrico permite obter diretamente a expressio de A,, A, = —ugK In(r/R),
para v > R, e nulo para r < R.

Tratamento alternativo do potencial de uma casca esférica girando. A densidade de corrente é
dada por K, = cwRsin6. Tanto parar < R, como parar > R o campo magnético terd divergéncia
e rotacional nulos, jd que a fonte estd em r = R. Portanto podemos definir um campo escalar,
¢, em cada uma das regioes de modo que B = —ﬁ(ﬁ Trate o ¢ em cada regiao como tratou o
campo escalar, com simetria azimutal e separacao de varidveis em coordenadas esféricas. Somente
mudam as condicoes de contorno em r = R*. Dd para ver que somente o primeiro polinémio
de Legendre comparece. A condi¢ao de contorno nova € a descontinuidade da componente By,
enquanto a componente normal € continua. O cdlculo de By leva a termo proporcional a sin6
que fatora com o mesmo seno presente na densidade de corrente. Fica para o leitor preencher os
detalhes.
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4.5 Forca de Lorentz

F=Q(E+V xB).
Obs: quando realizamos transformacao de Lorentz, levando em conta a relatividade, os campos
elétricos e magnéticos sao transformados em conjunto*. Esse argumento sugere ver a forca de

Lorentz como um conjunto, e nao como forgas separadas.
Exercicio: Mostre a a forca de Lorentz pode ser escrita como

Fy = q(E; +v;(0;4; — 0;4;)) .

A quantidade Fj; = 0;A; — 0;A; define um forma alternativa(tensorial) de expressar o campo
magnético: I} = €, By e B; = %Eiijjk;. Ha vantagens em usar essa nova notagao: Ele é parte
do Tensor de Maxwell que possibilita formulacao simples da eletrodinamica, as propriedades sob
transformacoes de Lorentz sao mais claras, ele é um tensor, enquanto B nao é exatamente um
vetor, mas um pseudo-vetor?.

Provocagao: qual a descricao lagrangeana da dindmica da particula que leva a essa for¢a?
Encontre as equacoes de Fuler-Lagrange para o lagrangeano exrpresso como

L =7 +q(A(F)-7 = 6(7) = Tt + q (A2 - o(x))

Obs: Atuando sobre particulas carregadas em movimento de transla¢ao ( e coletaneas delas) o
campo magnético nao realiza trabalho.
Exemplo: 1)Movimento ciclotronico. Campo magnético uniforme na diregao z. QV,,B, =

mey /R. Componente x, em movimento uniforme.

2) Cicloide: E e B uniformes com E.B = 0. B; = Béz, E; = Ed;.
F; = Q(0i1 + €1V0k3) = Q(Edi1 + BejjsV;)

Resulta: V3 constante. As equagoes das componentes x e y sao simplificadas escolhendo definir
w=QB/M eV = E/B ( os nomes dessas constantes e das demais sdo motivadas por andlise
dimensional). Resulta

T=wv+wy, e y=-—w.
As equacoes acima ficam escritas como uma tnica, quando expressas em termos da variavel com-

plexa Z =z + Iy, Z = w(V —iZ). O termo wV some com Z — Z' = Z +iVt:

7 = —in’,

*Alguns problemas de magnetostatica, como o fio reto, o plano de correntes ou mesmo um cilindro com cor-
rente fluido longitudinalmente, podem ser resolvidos simplesmente fazendo a transformacao de Lorentz do caso
eletrostatico analogo.

TA consideracdo de que o campo magnético é um pseudo-vetor esta implicita na construcio dos campos a partir
da simetria dos problemas quando solucionamos problemas com a lei de Ampere. Por exemplo, para um fio infinito
no eixo z, o argumento de B ser pseudo-vetor elimina a componente de B nas diregao z
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Figura 4.4: circuito retangular.

que tem solucao imediata, 7' = e~™tZ,  Escrevendo a constante complexa Zy = —iwe' R, e
integrando em relacdo ao tempo obtemos Z' = e~™Hi%0R + Z, onde Z, & a nova constante de
integracao. Expressando em termos de Z,

Z = Wi=®py 7 iVt

Tomando as partes Real e imaginéaria, e escrevendo Zy = xg + 1y, resulta

r = Rcos(¢pg—wt)+ o
= Rsin(¢g — wt) +yo — Vit = Rsin(¢g — wt) + yo(t). (4.5.16)

Agora ficou clara a interpretacao: A particula executa movimentos circulares de raio R, no sentido
anti-horario, com velocidade angular w cujo centro, em (xg, yo(t)), se move ao longo de uma reta
na dire¢ao y, com velocidade —V', passando por (xg, yp) no tempo inicial.

Forga sobre correntes( dicionario):

QV < JdV < Kda < Idl = Idl

Exemplos: 1)um circuito retangular com um lado imerso num campo uniforme que vai a zero
abruptamente. Fig 4.4.

F = IaBj
Problema: Encontre a for¢a no circuito retangular da figura 4.5
2) Forga, por unidade de comprimento, entre fios infinitos paralelos: Forga exercida por (1) em
(2):
B(7) = —a poly

"2 7 2rd
7 polils

sentido atrativo se I11y > 0.
Problema: encontre a forca por unidade de area que um plano de correntes exerce em outro.
Considere as correntes e os planos paralelos.
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Figura 4.5: circuito retangular.

4.6 Expansao em multipolos

A expansao em multipolos pode ser obtida repetindo o processo feito no caso da eletrostatica:

A(F) = Z;/d A; = /dV’ J(r) g( )" (cos(A))
= b {— / dV’f(r")+— / AV (7 (7 )
+— / v J( )(S(F'.f)z—rQ)Jr..l (4.6.17)

- {Amonopolo + AdlpOlO + Aquadrupolo }

(4.6.18)

Descritos dessa maneira a expressoes nao sao muito faceis de entender. Vamos reescrever cada
termo. Primeira diferenca: O primeiro termo é nulo, ou seja, nao ha monopolo magnético.

/dVJ—/dVJcS” /dVJ(?a:Z /dV (J;z1) — 2:0,0;) = 0

j& que a corrente si conserva, 0;J; = 0 e é localizada, portanto usando o teorema da divergéncia o
termo com derivada total ¢ nulo.

Do mesmo modo, podemos reescrever o termo de dipolo repetindo o uso do teorema de diver-
géncia e da conservagao da corrente,

/dVl’kJ,’ = /dV:Bijiji = /dV (0(xyJjx;) — x;05(xJ;)) /de, (0jxy)J /de,Jk

Essa identidade pode ser interpretada de maneira simples: a expressao z;.J;(7") se comporta como
um simbolo antissimétrico nos indices ij, apos a integracdo em dV’. Traduzindo em simbolos:
2 J;(7) ~ =2 Ji(7) ~ () J;(7) — 2} J;(77)). Conclusao importante sobre o termo de dipolo

magnético: AdlpOlO é ortogonal a 7. De fato se quisermos calcular AdlpOlO 7, teremos de obter a

integral em d®r" de r;.J;(7")rr = (rgr;)(Jir;). Mas, o primeiro fator é simétrico enquanto o altimo
¢ antissimétrico sob integragao ( apo6s integrado). Como a soma em ambos os indices ( contragao)
de um simbolo simétrico com um antissimétrico é identicamente nula, resulta a ortogonalidade
procurada. Por ser ortogonal a 7 deve ser possivel entao escrever o ‘Lfdipolo como o produto
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vetorial de 7 por outro termo. De fato, no calculo do potencial vetor de dipolo, precisamos integrar
Ji(7")rir; em d*r’. Mas ( = significa iguais sob integracao):

1 1 -
(T;JZ) ~ (’I“;JZ — T;Jj) = irﬁan(émé]m — 5zm5]n) = §T;1Jn€ijk€nmk = _ieijk("ﬁ X )k>
Portanto 1
Tj(T;Ji) ~ 77’]6%(? X J)p = 5((77’ X J) X T);.
Resulta entao .

Adipolo = 7z X T (4.6.19)
com )

m:§/dwﬁxﬂﬂ) (4.6.20)

sendo chamado o momento de dipolo magnético. *
O célculo do rotacional deste potencial pode ser feito imediatamente usando novamente a regra
para contracao simples de duas €’'s resultando em
Bdipolo T 4r 73 :

Mutatis-mutantis, ¢ a mesma expressao encontrada na eletrostatica. Compare! Serd que falta
alguma coisa? De fato, por razoes anédlogas:

- po (3r(Fai) —m o 8mm
Bdipolo: E( 3 + 3 o(r) | -

O momento de dipolo magnético de um circuito fechado (de’ — Idl7) tem uma interpretacao
simples

m:f/FxﬁEIQ
2 Jo

Aqui S tem uma interpretacao geométrica: é a area vetorial da superficie que tem C' como bordo.
No caso de circuito planar a area vetorial tem por médulo a area da superficie interior ao circuito

iNa verdade o argumento é bem geral. Dado um vetor qualquer, 77, com componentes m; podemos associar a
ele, sempre, um simbolo antissimétrico ( tensor) m, com componentes m;; = €;;xms. Dai obtemos, pelo produto
de duas €,8, mp = %ekijﬁlij. Assim, usar m ou m é completamente equivalente. No caso do momento de dipolo
magnético, a definicdo mais direta & qual chegamos foi dada na realidade por

_ 1
mi; = 5 /dV’ ({E;JJ — .I;Jl) y
e nao diretamente por 4.6.20, de tal forma que

A _ Ko T~
idipolo = 7,373t

que ¢é equivalente a 4.6.19. O vetor momento de dipolo, 7 é entdo derivado, a partir dessa defini¢do usando m; =
%eijkﬁljk. Mais uma observacao: a correspondéncia mais precisamente é pseudo-vetor< tensor e vetor«>pseudo-
tensor.
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Figura 4.6: Circuito nao plano

e aponta na direcao normal com sentido dado pela regra da mao direita. Como nao ha monopolo
magnético, esperamos que o momento de dipolo nao dependa da origem. Lembra-se do argumento
analogo na eletrostatica? De fato uma mudanga de origem muda 7" por um vetor constante, l_j, e
§D x di=D x §dF = 0.

Problema: demonstre que o momento de dipolo nao depende da origem no caso geral de uma
densidade de correntes volumétrica.

Do mesmo modo que no caso elétrico, podemos falar de um dipolo pontual, basta tomar a area
do circuito indo a zero ao mesmo tempo em que o seu produto pela corrente é constante.

Problema: Para uma carga pontual o momento de dipolo magnético é qr’ x V. Mostre que para
uma coletanea de cargas pontuais com a mesma relacao carga massa se encontra m o E, onde L
¢ o momento angular e encontre a constante de proporcionalidade.

Problema: Uma corrente I flui ao longo das arestas de um dos triedros de um paralelepipedo,
Fig. 4.6. Encontre o momento de dipolo magnético e descreva o campo magnético longe do para-
lelepipedo.

A nocao de momento de dipolo é extremamente importante. Do ponto de vista pratico, para
descrever o campo magnético encontrado em diversos tipos de materiais, entender a relacao entre
o campo aplicado e os dipolos magnéticos induzidos é essencial. De um ponto de vista da descri¢ao
das particulas elementares, se observa que o elétron apresenta um momento de dipolo magnético
intrinseco, associado ao spin. Apesar de ser util visualizar o spin, que é momento angular, e o
seu momento de dipolo magnético associado, como devidos a rotacao do elétron em torno de si
mesmo, ao final de tudo temos que o spin é uma nova variavel dinamica, que tem um descricao
fundamentalmente quantica. Meu ponto de vista é esse: o campo magnético tem origem em
movimentos de cargas e em spin’s.
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